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最小二乘法(Least square, LS)最早由高斯提出。

高斯曰：

The most probable value of the unknown quantities will be that in which the sum

of the squares of the differences between the actually observed and the computed

values multiplied by numbers that measure the degree of precision is a minimum.

1 引引引子子子

假设我们有四个观测点(1, 6), (2, 5), (3, 7), (4, 10)，我们希望找到一个线性函数y = β1 + β2 x

拟合这四个点。也就是说，我们希望找到β1,β2 适配这个系统。另外，我们在这里也假定
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2 推广

这个系统是线性系统，则有：

6 = β1 + β2 (1)

5 = β1 + 2β2 (2)

7 = β1 + 3β3 (3)

10 = β1 + 4β3 (4)

以上有四个方程，两个未知数。如果系数矩阵的秩大于2，那么这个方程组就是过定

方程组。

最小二乘的目的在于找到β1,β2使得式 (1)最小：

S(β1,β2) = [6− (β1 + β2)]
2 (5)

+ [5− (β1 + 2β2)]
2 (6)

+ [7− (β1 + 3β3)]
2 (7)

+ [10− (β1 + 4β3)]
2 (8)

S(β1,β2)进行求导，并令其等于零。得到：

β1 = 3.5 (9)

β2 = 1.4 (10)

最终的拟合结果为：y = 3.5+ 1.4x。

2 推推推广广广

考虑系统：
n
∑

j=1

Ai jβ j = yi , i = 1,2, . . . , m (11)

这个系统有m个观测值yi , i = 1, . . . , m，n个未知系数 β1, . . . ,βn。比如一个房子的属性有面

积，单价，卧室数量，车位数量四个属性，根据这四个属性我们会对房子做一个估价y。我

们想要拟合一个房价和这四个属性之间的线性关系。对应到式~(11)

y = β1H1 + β2H2 + β3H3 + β4H4 (12)
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2 推广

其中H1代表面积，H2代表单价，H3代表卧室数量， H4代表车位数量，β1, . . . ,β4代表

这四个属性的权重， y代表房价。这里我们假定这四个因素和总价y之间只存在线性关系。

为了得到β1, . . . ,β4我们需要一些房子的数据表，根据这个表，我们来拟合这个关系。

对应到式 (11)，我们有m个观测，每个观测涉及n个属性。把式~(11)写成矩阵的形式

有：

Y= Aβ (13)

其中：

Y= [y1, y2, . . . , ym]

Y是m× 1的列向量。

A=













A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n
...

...
. . .

...

Am1 Am2 . . . Amn













A是m× n的矩阵，m代表一共有m个观测数据， n代表一共有n个属性。

β = [β1,β2, . . . ,βn]

β是n× 1的列向量，n代表n个属性。 β 向量代表了n个属性的权重。

通常，方程~(13)没有解。我们的目的是找到一个最合适的 β 使得Y与Aβ的差值的平

方最小。

arg min
β

S(Y,Aβ) (14)

其中：

S(Y,Aβ) =
m
∑

i=1

|yi −
n
∑

j=1

Ai jβ j|2 = ‖Y−Aβ‖2 (15)

假定A的各列是相互独立的，也就是说n个属性互不相关，通过正则化方程~(13)：

AT Y= AT Aβ (16)

AT A是一个半正定的矩阵，其逆一定存在（假设 A的各列是相互独立的）。最终，有：

β = (AT A)−1AT Y (17)

式~(17)就是最小二成法的解。
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3 推导正则方程

3 推推推导导导正正正则则则方方方程程程

在上一节，我们不加说明的给出：式~(14)的解就是~(16)的解。现在，我们给出式 (16)的

由来。

首先定义拟合值和观测值的差：

ri = yi −
n
∑

j=1

Ai jβ j (18)

那么：

S =
m
∑

i=1

r2
i (19)

为了求得S最小时的β，我们需要依S对 β求偏导。

∂ S
∂ β j

= 2
m
∑

i=1

ri
∂ ri

∂ β j
, j = 1,2, . . . , n (20)

另外：
∂ ri

β j
= −Hi j (21)

综上有：
∂ S
∂ β j

= 2
m
∑

i=1

(yi −
n
∑

k=1

Aikβk)(−Ai j) (22)

令：

2
m
∑

i=1

(yi −
n
∑

k=1

Aikβk)(−Ai j) = 0 (23)

重新组织式 (23)，有：

m
∑

i=1

n
∑

k=1

Ai jAikβk =
m
∑

i=1

Ai j yi , j = 1,2, . . . , m (24)

写成矩阵的形式有：

(AT A)β = AT Y (25)

啊哈，现在我们总算把最小二成准则和对应的方程联系起来了。锦上添花，我们再给

出一种获取式 (25)的方式。这次我们以矢量的方式给出来。

定义：

S(Y,β) = ‖Y−Aβ‖2 (26)
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4 例子

展开有：

(Y−Aβ)T (Y−Aβ) = YT Y− β T AT Y− YT Aβ + β T AT Aβ (27)

对式 (27)就β求导，有：

AT Y= (AT A)Aβ (28)

4 例例例子子子

假设有一个电阻，但是阻值没有标明，我们需要通过万用表测量以得到正确的阻值。但是，

万用表也是有误差的，每次测量都会存在误差。假设我们测量了 k次，则有：

y1 = x + n1 (29)

y2 = x + n2 (30)
...

... (31)

yk = x + nk (32)

(33)

矩阵形式有：












y1

y2
...

yk













=













1

1
...

1













x +













n1

n2
...

nk













(34)

根据 x̂ = (AT A)−1AT y，则：

x̂ =
1
k

k
∑

i=1

yi (35)

可以看出来，在这个例子中，最小二乘法结果与多次测量求均值的直观感觉一致。更进一

步：

x̂ =
1
k

k
∑

i=1

yi = x +
1
k

k
∑

i

ni (36)

在通信系统里y = x + n是AWGN信道的模型。多测测量等效于多次发送同一信息，然后经

过不同的噪声污染。多次发送求平均之后，信号功率没有变化，噪声功率却变为原来的 1
n。

噪声是误差的来源。在统计学中，误差不可能被消除，只能被降低。多次测量求均值的过
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5 加权的最小二乘法

程就是降低误差的过程，即降低噪声的过程。在通信系统中，噪声不能被消除，只能被抑

制。无论在通信系统还是统计学领域，其背后的数学原理都是一样的。

注意在这里我们的目标是获取x的最优估计，x是我们要估计的量。之前我们给出来的

曲线拟合的例子里，我们要获取的是多项式的系数。虽然场景不同，但是其背后的数学原

理相同。

5 加加加权权权的的的最最最小小小二二二乘乘乘法法法

之所以会出现加权的最小二乘法，是因为并不是每次的观测可靠度都是一样的。比如之前

的测量电阻阻值的例子，有可能有些测量是用昂贵的仪器测量的，有些测量是用便宜的仪

器测量的。这两类仪器的测量结果当然不同，我们不能对其平等看待。所以就要对那些可

靠的结果加上较大的权重，对那些稍微不可靠的结果加上较小的权重。

我们先把这个电阻的例子放在一边。考虑加权的最小二乘法的数学描述。假设 x是一

个矢量，每个元素都是常数。系统方程为：













y1

y2

. . .

yk













=













H11 H12 . . . H1n

H21 H22 . . . H2n
...

...
. . .

...

Hk1 Hk2 . . . Hkn

























x1

x2

. . .

xn













+













n1

n2

. . .

nk













(37)

且E(n2
i ) = σ

2
i，即ni是均值为零，方差为 σ2

i的高斯噪声。假设ni , i = 1, . . . , k是相互独立的，

则有：

R= E[nnT ] =









σ2
1 . . . 0
...

...

0 . . . σ2
k









(38)

不同的σ2
i意味着其对应的测量结果的权重不同。σ

2
i越小，则权重越大；反之，越小。

那么现在我们的损失函数（优化目标）是：

J = ε2
y1
/σ2

1 + . . .+ ε2
yk
/σ2

k (39)
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6 迭代的最小二乘法

其中εyi
= yi −
∑n

j=1 Hi j x j . 所以 J又可以被写为：

J = εT
y R−1εy (40)

= (y −H x̂)T R−1(y −H x̂) (41)

= (y T R−1 − x̂ T HT R−1)(y −H x̂) (42)

= y T R−1 y − y T R−1H x̂ − x T HT R−1 y + x̂ T HT R−1H x̂ (43)

上式以 x̂求微分，令其等于零，有：

∂ J
∂ x̂
= −y T R−1H + x̂ T HT R−1H = 0 (44)

进而，有：

x̂ = (HT R−1H)−1HT R−1 y (45)

注意这个解要求R−1存在，也就是说每一次测量都要求yi受点噪声干扰。但是，也可以

看出来，如果这个干扰很小的话，会出现R−1对角线上的值非常大，在实际应用中会出现

溢出现象。

现在让我们回到测量电阻的那个例子。系统方程仍然不变：












y1

y2
...

yk













=













1

1
...

1













x +













n1

n2
...

nk













(46)

考虑噪声的协方差矩阵：

R= diag(σ2
1, . . . ,σ2

k) (47)

根据式 (45)，有：

x̂ = (HT R−1H)−1HT R−1 y (48)

= (
k
∑

i=1

1/σ2
i )
−1

k
∑

j=1

y j

σ2
j

(49)

6 迭迭迭代代代的的的最最最小小小二二二乘乘乘法法法

之前，我们对最小二乘法的原理和正则方程进行了推导。在之前推导最小二乘的过程中，

我们假定不会有新的观测数据，所以系数矩阵都是固定大小的。这样的方法有个问题：如

果有新的数据到来，那么之前的计算需要重新来过。
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6 迭代的最小二乘法

在本节，我们探讨如何迭代的更新 x̂，即：当我们已经根据k−1个估计数据得到了 x̂的

一个估计，现在又来了一个数据yk，如何不用重新计算 (45)更新 x̂ .

一个线性迭代估计可以表示为：

yk = Hk x + nk (50)

x̂k = x̂k−1 + Kk(yk −Hk x̂k−1) (51)

我们根据 x̂k−1和yk更新 x̂k。Kk是估计算子的增益矩阵，将在后文推导其计算过程。yk−

Hk x̂k−1是修正项。如果Kk = 0 或者修正项为零，则 x̂k = x̂k−1。在计算Kk之前，我们首先

考虑迭代估计的误差期望：

E[εx ,k] = E[x − x̂k] (52)

= E[x − x̂k−1 − Kk(yk −Hk x̂k−1)] (53)

= E[x − x̂k−1 − Kk(Hk x + nk −Hk x̂k−1)] (54)

= E[εx ,k−1 − KkHk(x − x̂k−1)− Kknk] (55)

= E[(εx ,k−1 − KkHkεx ,k−1)− Kknk] (56)

= (I − KkHk)E[εx ,k−1]− KkE[nk] (57)

如果E[nk] = 0，E[εx ,k−1] = 0，那么 E[εx ,k] = 0 。也就是说，如果估计噪声是零均值

的，并且初始的估计x0 = x，那么此后所有的估计都是x。从这点看来，式 (50)给出来的

估计是无偏的。并且这个特性与Kk无关，这是一个无偏估计算子该有的样子。接下来我们

计算Kk。

6.1 RLS的的的Kk

由于Kk 是无偏估计，我们需要小心的选择Kk 。我们选择最小估计误差方差和作为估计准

则。即：

Jk = E[(x1 − x̂k)
2] + . . .+ E[(xk − x̂k)

2] (58)

= E[ε2
x1,k + ε

2
x2,k + . . .+ ε2

xn,k] (59)

= E[εT
x ,kεx ,k] (60)

= E[Tr[εx ,kε
T
x ,k]] (61)

= E[Pk] (62)
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6 迭代的最小二乘法

其中Pk是误差的协方差矩阵。其迭代计算过程为：

Pk = E[εT
x ,kεx ,k] (63)

= E{[(I − KkHk)εx ,k−1 − Kknk][. . .]T } =

(I − KkHk)E(εx ,k−1ε
T
x ,k−1)(I − KkHk)

T− KkE(nkε
T
x ,k−1)(I − KkHk)

T − (I − KkHk)E(εx ,k−1nT
k )K

T
k +

KkE(vkvT
k )K

T
k (64)

注意估计误差和观测噪声是相互独立的，所以：

E(nkε
T
x ,k−1) = E(nk)E(εx ,k−1) = 0 (65)

所以式 (63)变为：

Pk = (I − KkHk)Pk−1(I − KkHk)
T + KkRkK T

k (66)

其中，Rk是噪声协方差。式 (66)是最小二成估计误差的迭代公式。根据这个公式，当nk方

差变大时，Rk中对角线上的值也会变大，进而Pk变大，这个过程符合直觉。现在我们需

要找到Kk使得式 (58)最小。对于任何Kk，估计误差的期望都是零，所以当我们选定Kk使

得Jk最小时，不仅估计误差期望为零，而且会一直为零。所以：

∂ Jk

∂ Kk
= 2(I − KkHk)Pk−1(−HT

k ) + 2KkRk (67)

令上式为零，我们可以得到：

KkRk = (I − KkHk)Pk−1HT
k (68)

整理，得：

Kk = Pk−1HT
k (HkPk−1HT

k + Rk)
−1 (69)

现在我们整理一下迭代最小二乘法的步骤：

1. 初始化估计子：

x̂0 = E(x) (70)

P0 = E[(x − x̂ T
0 )(x − x̂ T

0 )] (71)

如果没有关于x的任何先验信息，则令P0 =∞I；如果对 x有比较好的猜测，则可以

令P0 = 0
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6 迭代的最小二乘法

2. 对于k = 1, 2, . . .有：

yk = Hk xk + nk (72)

Hk = Pk−1HT
k (HkPk−1HT

k + Rk)
−1 (73)

x̂k = x̂k−1 + Kk(yk −Hk x̂k−1) (74)

Pk = (I − KkHk)Pk−1(I − KkHk)
T + KkRkK T

k (75)
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