
从多项式曲线拟合到模式识别的相关概念
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多项式曲线拟合是一个经典的机器学习入门案例。我在不止一本教科书上

看到过。此处的笔记来自于 獂獩獳獨獯獰的獐獒獍獌。在阅读这个案例的过程中，被獂獩獳獨獯獰的

组织能力折服：诸多概念在不经意间被引入，毫无违和感。另外通读獐獒獍獌之

后，会发现多项式拟合的例子在獐獒獍獌中被反复提及，从这个简单的案例中可

以看到许多更高级算法的影子。

1 问题模型

简而言之，这是一个用多项式来逼近正弦函数的例子。在这个例子中的观

察数据可以表示为：

t 猽 獳獩獮猨猲πx猩 猫 n

其中n是噪声。这个问题模型像极了通信系统中的加性白高斯噪声信道模型（獁獗獇獎）

y 猽 x猫n。假设我们有关于这个模型的N次观测，也就是说我们有长为N的x 猽

猨x1, . . . , xN 猩T 以及其对应的观测值t 猽 猨t1, . . . , tN 猩T。图猱给出了这个模型的十

次观测结果和真实的正弦曲线。

猱



猲 多项式拟合

图 猱猺 模型t 猽 獳獩獮猨猲πx猩 猫 n的十次观测

图猱中的蓝色圆圈代表十次观测值，绿色代表真实的结果。我们的目标是在

不知道绿色曲线的前提下根据新的输入值x预测目标值t。图猱中的输入值x是獛猰, 猱獝区

间内随机选择的十个值。然后根据所选的x，带入獳獩獮猨猲πx猩，生成十个精确的值，

然后把这十个生成值加上一定量的噪声，目标数据集合t就这样诞生了。（注意

这里没有说加上多少噪声，在通信系统中，我们叫做信噪比不确定。獂獩獳獨獯獰在獐獒獍獌中

也没有指明到底是功率为多少的噪声，只说了 a small level of random noise

having a Gaussian distribution）我们明白这十个数是有内在约束的，即也

就是獳獩獮猨猲πx猩这个函数，这个函数是我们学习的目标，我们拿到这十个数的时

候是不知道这个模型的存在的。

2 多项式拟合

通过充分挖掘给定数据，我们希望对任何给定的新的输入獞x，给出一个输

出值獞t，使得这个獞t尽可能的 准确 猨稍后我会给出 准确 这个词的精确含义猩。这

个问题的难点在于我们需要从十分有限的数据中发现潜在的数学模型獳獩獮猨猲πx猩。

雪上加霜的是，这些数据还受到了噪声的污染。

现在，我们从最直观简单的数学方法入手：曲线拟合。特别的，我们把这

个潜在的数学模型獳獩獮猨猲πx猩放在多项式空间中，也就是说我们认为这个潜在的

模型存在于猨猱, x, . . . , xM 猩张成的空间中。M 猫猱是这个多项式空间的维度。所以

多项式拟合的结果可以表示为：

y猨x,w猩 猽 w0 猫 w1x猫 . . .猫 wMx
M 猽

M∑
j=0

wjx
j 猨猲献猱猩
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猳 找到合适的獗和獍

这个多项式的系数wj , j ∈ {猰, . . . ,M}就是我们要学习的目标。尽管这个多项式

关于x不是线性的，但是关于wj来说却是线性的，我们叫这样的模型为 线性模

型 。

式猨猲献猱猩的系数一定要选的 准确 才能比较好的拟合给出的十个点。通过最

小化 误差函数 ，我们可以得到关于这M个wj系数的一个估计。我们要用这个

误差函数来表示y猨x,w猩和给定训练数据之间的不匹配程度。因此，这个误差函

数的选取也是比较讲究的，在以后的学习中会碰到各种各样的误差函数。现在，

我们选择用y猨x,w猩和t之间的差值的平方和来表示误差，即：

E猨w猩 猽
猱

猲

N∑
n=1

{y猨xn,w猩− tn}2 猨猲献猲猩

系数 1
2只是为了求导的时候去掉多余的一个因子猲，使得求得的w更有直观的意

义，稍后就会发现了。

图 猲猺 误差函数示意图

图猲中绿色就表示训练数据和我们估计的模型y猨x,w猩之间的误差。红色标

示我们估计的结果y猨x,w猩，显然一个比较精确的估计是y猨x,w猩穿过所有的蓝色

圆圈，即拟合结果与所有的训练数据完美匹配。

3 找到合适的w和M

整个拟合过程就是找到合适的w的过程。显然学过微积分的同学都晓得，

通过对每一个wj求导，就可以找到误差函数猨猲献猲猩的最小值。在这里由于误差函

数是二次的，其导数就是一次的，所以wj是唯一的。所以我们可以找到式猨猲献猱猩的

最优拟合，我们用y猨x,w∗猩表示。
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猳 找到合适的獗和獍

另一个问题还没有解决：M怎么选？实际上，选M的过程在机器学习领域

叫做模型选择猨獭獯獤獥獬 獳獥獬獥獣獴獩獯獮猩献 图猳给出了不同的M值对应的模型对猨猲献猱猩的拟

合结果。

图 猳猺 不同M 对猨猲献猱猩的拟合结果

我们可以看到M 猽 猰, 猱对獳獩獮猨猲πx猩的拟合是非常粗糙的。M 猽 猳时猬 y猨x,w∗猩给

出了对猨猲献猱猩最好的拟合。当我们把M改成猹时，我们发现，拟合结果完美的穿过

了所有的训练数据，此时E猨w∗猩 猽 猰。但是这个拟合就是好的么？显然不是的，

我们发现这个拟合结果抖动剧烈，和真实的模型猨獳獩獮猨猲πx猩猩相去甚远。我们把这

样的现象叫做过度拟合猨獯獶獥獲猭猌獴獴獩獮獧猩

我们在前文提到，机器学习的泛化能力是一个非常重要的能力。对于新的

输入獞x，学习得到的模型需要给出合理的獞t。我们可以用另外的猱猰猰组测试数据来

检测估计模型（不同的M代表不同的模型）的泛化能力。这个时候我们用均方

根误差函数来衡量不同模型的优劣比较方便。

ERMS 猽
√
猲E猨w∗猩/N 猨猳献猱猩

式猨猳献猱猩所示的这个均方根误差函数的优点在于：猱献对不同数量的测试数据

集（不同大小的N），比较结果是经过归一化的（因为有除以N的归一化操作）。

猲献开根号的好处在于ERMS的量纲和t是一样的。不同M对应的ERMS如图猴所示献

从图猴 可以看出，当M 猽 猳, 猴, 猵, 猶, 猷, 猸时，均方根误差最小，当M 猽 猹时训

练数据集的均方根误差最小，但是测试数据集的均方根误差最大。这是很容易

理解的，因为我们的训练数据集一共只有猱猰个数据，而当M 猽 猹时，我们这个

模型中有猱猰个未知数。十个方程十个未知数，我们可以独一无二的解出wj , j ∈
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猴 修正误差函数

图 猴猺 不同M对应的均方根误差

{猰, 猱, . . . , 猹}。但是这个解出来的模型抖动剧烈并与真实的模型相去甚远，所以

当输入测试集的时候，这个模型就表现出了很大的均方根误差。

现在，我们身处一个相当尴尬的矛盾境地。原则上说M 猽 猹的模型可以

产生和M 猽 猳的模型一样的估计结果，因为M 猽 猹的多项式空间包含了M 猽

猳的多项式空间。另外，我们还认为最精确的估计应该来自于∼ 猨猲πx猩本身，而

对獳獩獮猨猲πx猩进行泰勒展开，我们会发现这个展开式包含所有阶数的xj （系数为

零的也算）。所以我们有理由期待越大的M给出的模型估计精度越高。但是，事

实却不是这样，到底哪里出错了呢？

4 修正误差函数

针对上一节出现的问题，我们来仔细挖掘观察一下不同M对应的w∗。表猱给

出了不同M对应的w∗

我们发现随着M的变大，w∗的系数也在变大，而且越变越大，不成线性的

变大。我们可以推断，对于较大的M，基于给定数据拟合曲线时，其应对训练

数据中噪声的能力越强。但是其应对测试数据中噪声的能力却不是那么回事儿

了。

另外一个有意思的现象是：对于给定的M 猽 猹，假设我们加大训练数据，

那么过度拟合线性就会消失，如图猵所示。

从图猵中可以看出，同样是M 猽 猹，当我们增大训练数据集的时候，过度拟

合现象就消失了。一个合理的解释是更大训练数据集可以拟合出更复杂的模型。

只有十个点的训练数据集拟合出的M 猽 猹的模型没有一百个点的训练数据集拟

合出的M 猽 猹的模型准确。一个粗略的估计是训练数据集中数据的个数应该是
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猴 修正误差函数

表 猱猺 不同M对应的w∗

M 猽 猰 M 猽 猱 M 猽 猶 M 猽 猹

w∗
0 猰献猱猹猷猰 猰献猸猲 猰献猳猱 猰献猳猵

w∗
1 猭猱献猲猷 猷献猹猹 猲猳猲献猳猷

w∗
2 猭猲猵献猴猳 猭猵猳猲猱献猸猳

w∗
3 猱猷献猳猷 猴猸猵猶猸献猳猱

w∗
4 猭猲猳猱猶猳猹献猳猰

w∗
5 猶猴猰猰猴猲献猲猶

w∗
6 猭猱猰猶猱猸猰猰献猵猲

w∗
7 猱猰猴猲猴猰猰献猱猸

w∗
8 猭猵猵猷猶猸猲献猹猹

w∗
9 猱猲猵猲猰猱献猴猳

图 猵猺 加大训练数据对拟合结果的影响
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猴 修正误差函数

模型参数个数的猵到猱猰倍。但是在以后的学习过程中我们发现这个关于模型复杂

度的估计并不是必须的。

截止目前我们必须根据训练数据集的大小限制模型参数的个数。这不怎么

令人满意啊！或许，从已经解决的问题的复杂度来估计为解决问题的复杂度会

比较好。这句话听起来比较难懂。我们将看到，最小二乘法找到的模型是基于

最大似然准则的结果。我们还将发现过度拟合问题可以视作最大似然问题的一

个固有的毛病。我们还将看到，当模型参数超过训练数据集中数据个数时，基

于贝叶斯方法，我们可以找到比较有效的模型。

但是，我们暂且把最大似然准则和贝叶斯方法放一放。接着多项式拟合问

题往下走，我们想知道难道对于十个训练数据点我们就不能用M 猽 猹这样的复

杂模型了吗？不是的。对于十个数据点M 猽 猹导致的过度拟合问题，一个有

效的解决办法是 正则化 。正则化的最直接方案是为式猨猲献猲猩引入一个惩罚项。

把猨猲献猲猩变为：

獾E 猽
猱

猲

N∑
n=1

{y猨xn,w猩− tn}2 猫
λ

猲
||w||2 猨猴献猱猩

在式猨猴献猱猩中，惩罚项是所有系数的平方和。

||w||2 猽

M∑
i=0

w2
i

系数λ控制着正则项的权重。这样的技术在统计学里叫做 shrinkage 因为它使

得系数的值变小了。在神经网络领域，这个技术叫做 weight decay 。以后我

们会越来越多的发现，机器学习是多学科交叉的结果。同一个问题，在不同领

域有不同的解释，使用不同的术语。

图猶展示了当M 猽 猹时，不同的λ对应的拟合效果。

图 猶猺 当M 猽 猹时，不同λ对应的拟合效果

可以看出当獬獮λ 猽 −猱猸时，十个训练点M 猽 猹也能获得较好的拟合效果了。

但是当獬獮λ 猽 猰时，拟合效果就不怎么好看。

表猲 给出了 M 猽 猹时，不同獬獮λ对应的w∗ 。 从表猲 可以看出当λ 增大时，

模型系数降低。这也是我们称猨猴献猱猩的方法为正则化的原因。
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猵 总结

表 猲猺 M 猽 猹时，不同獬獮λ对应的w∗

獬獮λ 猽 −∞ 獬獮λ 猽 −猱猸 獬獮λ 猽 猰

w∗
0 猰献猳猵 猰献猳猵 猰献猱猳

w∗
1 猲猳猲献猳猷 猴献猷猴 猭猰献猰猵

w∗
2 猭猵猳猲猱献猸猳 猭猰献猷猷 猭猰献猰猶

w∗
3 猴猸猵猶猸献猳猱 猭猳猱献猹猷 猭猰献猰猵

w∗
4 猭猲猳猱猶猳猹献猳猰 猭猳献猸猹 猭猰献猰猳

w∗
5 猶猴猰猰猴猲献猲猶 猵猵献猲猸 猭猰献猰猲

w∗
6 猭猱猰猶猱猸猰猰献猵猲 猴猱献猳猲 猭猰献猰猱

w∗
7 猱猰猴猲猴猰猰献猱猸 猭猴猵献猹猵 猰献猰猰

w∗
8 猭猵猵猷猶猸猲献猹猹 猭猹猱献猵猳 猰献猰猰

w∗
9 猱猲猵猲猰猱献猴猳 猷猲献猶猸 猰献猰猱

同样我们还可以画出训练数据和测试数据对应的均方根误差，如图猷所示。

图 猷猺 M 猽 猹时，不同獬獮λ对应的ERMS

从图猷 我们可以看出λ的确有效的控制了测试数据对应的均方根误差。但是

训练数据的均方根误差也会有所上升，而不是保持在零。

5 总结

本文引入了机器学习中的几个重要概念，包括模型估计，模型选择，误差

函数，正则化。不同的模型对应的复杂度也大不相同。模型复杂度问题是以后

我们经常会碰到的问题。事实上，对于每一个模型和误差函数，我们都必须考
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猵 总结

虑其模型复杂度。
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