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1 回忆

在 多项式拟合 问题中，输入的测试集x是一维的，估计的目标值t也是一维

的。这个模型是模式识别中的 ”toy” 模型，主要用来引入模式识别中的相关概

念。在实际应用中，输入测试集往往是高维的，随着维度的提升，原先不是问

题的地方也会有问题浮现。

2 最近邻算法

现在我们考虑一个分类问题，目标可以分三类。即，对于一个输入，输出

是三个中的一个。为了简化问题，我们考虑输入是个二维向量(x1, x2)。这么做

仅仅是为了简化问题，并不代表所有输入都是这么低的维度。假设我们已经有

了100个训练集，其分布如图1所示。蓝色绿色和红色分别代表不同的分类。

对于输入（图1 中用黑色叉表示），我们要估计其属于黑色，蓝色或者绿色

中的哪一类。一个最直观的输出是看看它周围的都是什么类型。如何把这个思

1

PRMLch1dot1-polynomial-curve.org


3 厚厚的西瓜皮

图 1: 二维输入的分类问题模型

想转化位算法？一个最简单的实现就是把输入空间划分成大小相等的胞元，如

图2所示。

通过对输入空间进行胞元划分，我们只需要统计新的输入落入的胞元中哪

种类型占比最大就可以。这种方法叫做最近邻算法。这种简单粗暴的最近邻算

法有很多的问题，但是最致命的一个就是当输入矢量维度变大时带来的复杂度

问题，即维度诅咒。设想：我们现在的输入是二维向量，但是当输入是三维，

四位甚至更高维呢？问题就变得复杂起来。因为输入的维度变高后，胞元的数

量也成指数上升。

现在让我们再回到多项式拟合问题上来。假设输入是D维的而不是1维的。

那么一个三阶的多项式拟合问题就变成：

y(x,w) = w0 +

D∑
i=1

wixi +

D∑
i=1

D∑
j=1

wijxixj +

D∑
i=1

D∑
j=1

D∑
k=1

wijkxixjxk (2.1)

式 (2.1)的最高阶数是三阶，其需要估计的系数w就到了D3个。通常，为了

更高的精度，我们需要更高阶的多项式，对于最高阶为M的多项式，其需要估

计的系数是DM个，呈指数增长。

3 厚厚的西瓜皮

我们生活在一个三维世界中，所以让我们去想象四维空间的事情显得异

常困难，但是数学上表示还是可以的。考虑一个D维空间的球，半径为1，这
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4 高维空间的高斯分布

图 2: 最近邻算法的简单实现

个D维的球里嵌套了另一个D维的球，半径为1 − ε。问这两个球之间的体积占

大球体积多大比例？

我们知道一个D维空间球半径为r的球的体积可以表示为：

VD(r) = KDr
D (3.1)

其中KD是依赖于D的常数。那么前面问题的结论是：

VD(1)− VD(1− ε)

VD(1)
= 1− (1− ε)D (3.2)

为了对这个问题有更直观的感觉，我们画出了不同D关于ε的函数。如图3所示。

从图3 我们可以看出对于固定的ε，随着维度的提升，两球之间的体积占大

球的体积的比例越来越大。比如对于ε = 0.1，也就是说半径是0.9的D维空间

中的球，当D是20 的时候两球之间的体积占了大球体积的85% .也就是说如果

在20维空间的这个球是西瓜的话，这个西瓜的西瓜皮就占了这个西瓜相当大的

体积。

4 高维空间的高斯分布

现在我们考虑高维空间的高斯分布。在高维空间上，如果从笛卡尔空间转

换到极坐标空间并且积分掉方向变量（也就是那个角度变量），我们就得到了一
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5 怎么办？

图 3: 两球之间的体积

个与从零点出发的半径r有关的密度函数p(r)。那么p(r)δr就是在半径p(r)处薄

薄的一层δr代表的概率。从图3 我们可以看到即使这薄薄的一层也占据了很大

的概率空间。

5 怎么办？

既然现实中很多问题都是高维，而在处理高维问题的时候，我们又碰到了

维度诅咒。是不是就无计可施了呢？no！没有办法也要想办法，不然咋办呢？

事实上，尽管存在维度诅咒，在处理高维问题时，我们依然可以找到有效

的解决方案。这基于两个事实：

1. 真实的数据通常只存在于输入空间的一个很小的子集。

2. 真实的数据通常展现一定的平滑特性，即对于输入的微小波动，输出也是

仅仅是微小波动。所以我们可以通过插值的方法找到最优解。

已有的模式识别算法都充分挖掘了这两个特性。
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