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1 引言

牛顿和莱布尼茨为微积分这一强大工具的发明权展开了旷日持久的争论，

然而当他们争论的时候，人们还没有为微积分奠定分析学基础。虽然工程师已

经使用微积分解决了诸多问题，直到Dedekind等人建立了严密的实数统，数学

家才“放心”的接受微积分。建立实数统的过程是从整数向有理数再向无理数

扩展的过程。从有理数向无理数扩充的过程中，一个著名的问题是：证明
√
2是

一个无理数。
√
2是一个无理数告诉人们在任意两个有理数之间除了有无数个

有理数外还有一些不是有理数的数，这些数就是像
√
2一样的无理数。

本文用两种方法证明
√
2是一个无理数。这两种方法都基于反证法，第一种

反证法比较常见，我大概高中的时候知道了，第二种反证法基于集合论。

2 第一种证明方法

假设存在一个有理数 p ，满足

p2 = 2 (2.1)
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有理数 p 可以被写作 p = m/n，其中 m 和 n 是整数，而且我们可以选择

m 和 n使得这两个数没有除1以外的公约数。这样式（2.1）变为：

m2 = 2n2 (2.2)

从式（2.2）可以看出， m2 是一个偶数，所以 m 是一个偶数，所以 m2能

被4整除。进而说明 n2也是偶数， n也是偶数。 m和 n都是偶数与m和 n的最大

公因数是1矛盾。进而推出 p = m/n不是有理数。

3 第二种证明方法

第一种证明方法在高中学习反证法的时候就有所涉及，第二种方法却不是

很常见，不过也是基于反证法。

令 A 是使 p2 < 2 的一切正有理数 p的集合。令 B 是使 p2 > 2 的一切正有

理数 p的集合。我们来证明 A中没有最大数， B中没有最小数。更确切的说对

于 A中的每个 p，能在 A中找到一个有理数 q，使得p<q，并且对于 B 中的每

个 p 都有一个 q ，使得 p>q .

现在，为每一个有理数 p 配置一个数 q，使得

q = p− p2 − 2

p+ 2
=

2p+ 2

p+ 2
(3.1)

所以有：

q2 − 2 =
2(p2 − 2)

(p+ 2)2
(3.2)

如果 p 在 A 中，则p2 < 2，而式（3.1）说明 q>p，式（3.2）说明q2 < 2.因

此q 在 A 中。这说明对于A 中的任何一个数 p总能找到一个数 q使得 q>p，也

即 A中没有最大值.

如果 p 在 B 中,则p2 > 2，而式（3.1）说明 q<p，式（3.2）说明q2 > 2.因

此q 在 B 中。这说明对于B 中的任何一个数 p总能找到一个数 q使得 q<p，也

即 A中没有最小值.
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以上的讨论说明尽管两个有理数之间还会存在无数个有理数，但是两个有

理数之间除了无数个有理数之外还有某些空隙，无理数并没有占满实数轴。这

些数是无理数，无理数和有理数共同构成了实数系，这也是实数系在分析学中

起基础作用的原因。
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第二种方法从集合论出发完成证明。在学习集合论，数学分析的过程中，

我们还会用到类似的思路。
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