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2 问题分析

1 问题描述

该问题由1883年法国数学家爱德华.卢卡斯。如下图所示

图 1: 汉诺塔

在柱子A上放着从小到大依次排列的8个盘子。我们的目标是：把这8个盘子从A柱移动

到B柱上，可以根据需要决定移动过程中是否需要借助另外一根柱子。在移动盘子的过程中

需要保证每一根竹子上的盘子都是大的在下小的在上，并且以此只能移动一个盘子。问：从

完成8个盘子的移动任务需要多少次移动？

2 问题分析

这个问题是递归思想的典型代表。通常解决这样的问题我们可以有两个极端方向走：1）

假设盘子个数为1,2等较小的数，2）假设盘子个数为n。当 n = 1时，可以不借助辅助的柱子

只一定一次就可以完成任务；当 n = 2时，需要借助辅助的柱子移动三次完成任务。当 n较

大时，我们可以设想如果 n个盘子的前 n− 1个盘子都被移动到了辅助的柱子上，那么我们需

要做的是把最大的那个盘子移动到B柱上，然后再把 n− 1个盘子，按照之前的方法从辅助柱

子移动到B柱上即可。假设移动前 n − 1 个盘子到辅助柱子上所需要的移动次数是 Tn−1，则

该问题的总移动次数就最多是

Tn ≤ 2Tn−1 + 1, n ≥ 1

接下来，我们需要指出， Tn 最少也是 2Tn−1 +1。那么到底存不存在一种方法比 2Tn−1 +

1次更少的移动步数呢？事实上不存在！因为某一个时刻，我们必须移动最大的那个盘子到B柱

子上，而此时前 n− 1 个盘子必须在另外的辅助柱子上(这需要 Tn−1 次移动。)，而且当我们

移动完那个最大的盘子到B柱后，我们还需要移动前 n− 1个盘子到最大的盘子上，这需要另

外的 Tn−1次移动。所以有：

Tn ≥ 2Tn−1 + 1, n ≥ 1

即：至少需要的移动次数为 2Tn−1 + 1, n ≥ 1。综上就有：

Tn = 2Tn−1 + 1, n ≥ 1

通常我们需要使用一个边界条件来使得递归式显得更加完满。

T0 = 0 (2.1)

Tn = 2Tn−1 + 1, n ≥ 1 (2.2)
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4 拓展1：如果只能顺时针移动圆盘

3 递归式的解

可以利用数学归纳法来汉诺塔的解为：

Tn = 2n − 1, n ≥ 0

。具体的证明参见《具体数学》第一章。

汉诺塔是递归问题的一个典型代表，此类问题的求解大致遵循以下三个步骤：

• 研究问题较小规模的情况。试图对问题的解做一些猜测，在做猜测的过程中有助于我们
洞悉问题之真相。

• 得出问题的迭代表达式并证明该迭代表达式的有效性和可靠性。

• 求出迭代表达式的封闭形式并给出证明。求解迭代表达式的方式多种多样：除了先猜测
再数学归纳证明外，在《算法导论》中，有一种主方法涵盖了常见的递归式的求解。

可以对汉诺塔的递归式做进一步的简化，

T0 + 1 = 1 (3.1)

Tn + 1 = 2Tn−1 + 2, n > 0 (3.2)

然后定义 Un = Tn + 1, 则有：

U0 = 1 (3.3)

Un = 2Un−1, n > 0 (3.4)

至此，我对高老头的佩服之情有如滔滔江水。。。。。。

4 拓展1：如果只能顺时针移动圆盘

设 Qn 是将一个有 n 个圆盘的塔从 A移动到 B所需要的最少移动次数，要求所有的移动

都必须是顺时针的，也就是说，从A到B，从B到其他的柱子，再从其他的柱子到A。又设 Rn

是在这一限制下从B返回到A所需要移动的最少次数，证明：

Qn =

0, n = 0

2Rn−1 + 1, n > 0
(4.1)

Rn =

0, n = 0

Qn + Qn−1 + 1, n > 0
(4.2)

这个问题是第一章的习题10。目前我还没有想到比较好的证明办法。习题答案给出的提示是：

首先证明 Rn = Rn−1 + 1 + Qn−1 + Rn−1 + 
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5 拓展2：双重汉诺塔

5 拓展2：双重汉诺塔

双重汉诺塔有 2n 个圆盘，它们有 n 个不同的尺寸，每一种尺寸的圆盘有两个。如通常

那样，要求每次只能移动一个圆盘，且不能把较大的圆盘放在较小的圆盘上面。

1. 如果相同尺寸的圆盘是相互不可区分的，要把一个双重塔从一根桩柱移动到另一根桩柱

需要移动多少次？

2. 如果在最后的排列中要把所有同样尺寸的圆盘回复称原来从上到下的次序，需要移动多

少次？

对于第一个小问题，因为相同尺寸的圆盘是相互不可区分的，所以双塔问题等效于一个

规模为 n 的汉诺塔问题，不同之处在于每次移动过程中需要对一个圆盘移动两次。双塔问题

的劳动量等效于单塔问题劳动量的2倍。所以对于第一个问题有： H2n = 2H2n−2 + 2 得出有：

H2n = 2 ∗ (2n − 1) = 2n+1 − 2

对于第二个问题。设置 Bn 是最少移动次数。这样就有 B1 = 3 ，可以证明，当 n > 1

时任何策略都做不到优于 Bn = An−1 + 2 + An−1 + 2 + Bn−1 , 于是对于所有的 n > 0 有

Bn = 2n+2− 5，令人惊奇的是，这恰好是 2An− 1, 而且我们还有 Bn = An−1 + 1 +An−1 + 1 +

An−1 + 1 + An−1 + 1
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