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本文介绍最简单的数数规则，这类的概率问题可难也可简单。我记得上高

中的时候比较麻烦的一个问题是两盒火柴的问题，大意如下：两个火柴盒里面

放火柴，然后随机抽取，问第n次以后恰好第一个盒子的火柴被抽光的概率。这

类的问题需要掌握一些基本的规则，按照规则逐步计算会容易的多。

计数基本法则 如果一共有r个试验，试验1有n1中结果，对于试验1的每一

种可能，试验2都有n2中结果，对于前两个试验的每一种可能的结果，试验3都

有n3种结果，依次类推，这r个试验一共有n1n2 . . . nr种结果。

排列 假设有n个互不相同的元素，则一共有n!个排列结果。如果这n个元

素，其中n1个彼此相同，另n2个彼此相同，依次类推，nr个也彼此相同，那么

一共排列的个数为：
n!

n1!n2! . . . nr!
(0.1)

组合一般来说，如果考虑顺序，从n个元素中取出r个排成一组，一共有n(n−

1) . . . (n−r+1)种不同的方式，而每个包含r个元素的小组都被重复计算了r!次。

所以从n个元素中取出r个组成不同组的数目为：

n(n− 1) . . . (n− r + 1)

r!
=

n!

(n− r)!r!
(0.2)

因此，如果不考虑顺序，
(
n
r

)
表示从n个元素中取出r个元素所组成的不同组的

数目。

例 0.1 假设在一排n个天线中，有m个是失效的，另n − m个时有效的。

假设所有有效天线不可区分，所有失效的天线之间也不可区分。为有多少中线

性排列方式，使得任何两个失效的天线都不相邻？

解答： 把n −m个有效天线排一排。既然不允许连续两个失效天线在一

起，那么这两个有效天线之间必然至多放置一个失效的。即在n−m+ 1的位置
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中选择m个来放置，因此有
(
n−m+1

m

)
种放置方法。

一个非常有用的组合恒等式：(
n

r

)
=

(
n− 1

r − 1

)
+

(
n− 1

r

)
(0.3)

这个式子的证明可以从分析的角度来证明，也可以从组合的角度来证明。当然，

从组合的角度来证明更能显示出这个式子的意义。设想从n个元素中取r个，一

共有
(
n
r

)
种取法。从另一个角度来考虑，不妨假设这n个元素里有一个特殊的，

记为元素1，那么取r个元素就有两种结果：取元素1或者不取1。取元素1时，一

共有
(
n−1
r−1

)
中方法；不取元素1时，一共有

(
n−1
r

)
。两者之和就是从n个元素里取r个

的方法直和，而从n个元素中取r个共有
(
n
r

)
。(

n
r

)
经常成为二项式系数，因为他们是二项式定理中重要的系数。接下来用

两种方法证明二项式定理

定理 0.1

(x+ y)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k (0.4)

证 首先我们用数学归纳法来证明。

当n = 1时，x + y =
(
1
0

)
x0y1 +

(
1
1

)
x1y0 = y + x 假设式 (0.4) 对于n − 1成

立,那么对于n:

(x+ y)n = (x+ y)n−1(x+ y) (0.5)

=

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
xiyn−1−i(x+ y) (0.6)

=

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
xi+1yn−1−i +

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
xiyn−i (0.7)
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对于上式右端第一项令k = 1 + i，右端第二项令i = k，则：

(x+ y)n =

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
xi+1yn−1−i +

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
xiyn−i (0.8)

=

n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
xkyn−k +

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xkyn−k (0.9)

= xn +

n−1∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
xkyn−k +

n−1∑
k=1

(
n− 1

k

)
xkyn−k + yn (0.10)

= xn +

n−1∑
k=1

((
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

))
xkyn−k + yn (0.11)

= xn +

n−1∑
k=1

(
n

k

)
xkyn−k + yn (0.12)

=

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k (0.13)

�

证 接下来给出另外一种证明方法。考虑乘积：

(x1 + y1) . . . (xn + yn) (0.14)

它展开后包括2n个求和项，每一项都是n个因子的乘积，而且每一项都包含因

子xi或者yi，i = 1, . . . , n，例如：

(x1 + y1)(x2 + y2) = x1x2 + x1y2 + y1x2 + y1y2

这2n个求和项中，一共有多少项含有k个x相关的因子，多少项含有n−k个y相关

的因子？含有k个x相关因子和n−k个y相关因子的每一项对应从n个元素x1, . . . , xn取k个

元素组成一组的取法，因此一共有
(
n
k

)
中取法。这样令xi = x, yi = y, i = i, . . . , n，

可以看出：

(x+ y)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k (0.15)

�

例 0.2 一个含有n个元素的集合一共有多少子集？

解答： 第一种解法：含有k个元素的集合一共有
(
n
k

)
个，因此所求答案

是：
n∑

k=0

(
n

k

)
= (1 + 1)n = 2n

第二种解法：把这n个元素排成一排，对于某个元素，可以包含于一个集合也可

以不包含于这个集合。包含于某集合记为1，不包含于该集合记为0，则这样互

不相同的二进制序列一共有2n个。其对应了这n个元素的2n个子集。
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